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Abstrakt
Cieľom tejto práce je podať základný prehľad pojmov a výsledkov klasickej diferenciálnej 
geometrie kriviek. Zameriame sa na geodetické krivky a popíšeme ich  základné vlastnosti. 
Ukážeme  si geodetiky  na  niektorých  špeciálnych  plochách.  Ukážeme  si  aplikáciu  s 
animáciami.  K príkladom sú nakreslené ilustrujúce obrázky, k ich vytvoreniu sme použili 
vhodný software.
Summary
The aim of the thesis is to give a survey of basic results from the classical theory of curves. A 
special  attention  will  be  paid  to  geodesics  and  their  properties.  In  particular,  we  treat 
geodesics  on some special surfaces. We treat one application with animations. All examples 
will be illustrated by pictures, which were drawn by meas of mathematical software. 
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U´vod
Diferencia´lna geometria je dnes jednou zo samostatny´ch cˇast´ı matematiky. Jej vznik je
spojeny´ najma¨ s menom L. Eulera (1707-1783) a G. Mongea (1746-1818). Historicky
sa diferencia´lna geometria najskoˆr rozv´ıjala ako cˇastˇ matematickej analy´zy. Napr´ıklad
pojem deriva´cia funkcie je motivovany´ geometricky´m proble´mom na´jdenia dotycˇnice ku
grafu tejto funkcie (tzv. za´kladna´ u´loha diferencia´lneho pocˇtu). Na podklade pra´c G.
F. Gaussa (1777-1855) sa diferencia´lna geometria definit´ıvne stala samostatnou cˇastˇou
matematiky. V minulom storocˇ´ı sa z klasickej diferencia´lnej geometrie kriviek a ploˆch
vyvinula su´cˇasna´ moderna´ diferencia´lna geometria, ktora´ sku´ma obecnejˇsie geometricke´
objekty - diferencovatelne´ variety. Ta´to pra´ca vsˇak bude venovana´ klasickej diferencia´lnej
geometrii.
Moderna´ diferencia´lna geometria sa stala vyjadrovac´ım prostriedkom teoretickej fizyky
a ty´m uˇlahcˇila rozvoj taky´ch discipl´ın ako je kvantova´ mechanika a obecna´ teo´ria relativity.
Naproti tomu klasicka´ diferencia´lna geometria sta´le nacha´dza uplatnenie v prakticky´ch
oboroch ako je geode´zia, kartografia a vo veˇla prakticky´ch u´loha´ch, ktore´ nie su´ dostatocˇne
pop´ısane´ v cˇeskej a slovenskej literatu´re.
Predlozˇena´ pra´ca ma´ nasledovnu´ sˇtruktu´ru:
V 1. kapitole pop´ıˇseme za´kladne´ pojmy z diferencia´lnej geometrie kriviek a ploˆch.
Zacˇneme vektorovou funkciou, na´sledne vyjadrenie krivky. Uka´zˇeme si vyjadrenie plochy,
dotycˇnicove´ vlastnosti plochy a 1. kapitolu zakoncˇ´ıme vektormi na ploche.
V 2. kapitole pop´ıˇseme geodeticke´ krivky. Ta´to kapitola je hlavnou cˇastˇou tejto pra´ce.
Zacˇneme Gaussovy´mi rovnicami. Uka´zˇeme si geodeticku´ krivostˇ na ploche, Clairautove
plochy. Na koniec 2. kapitoly si uka´zˇeme numericke´ riesˇenie geodet´ık. Jeden vykresˇlovac´ım
programom je prilozˇeny´ na cd.
V 3. kapitole pop´ıˇseme aplika´ciu geodeticky´ch kriviek. Ako aplika´ciu si vyberieme
pohyb bodu viazane´ho na plochu.
Teoreticke´ partie pouzˇ´ıvane´ v pra´ci sme prevzali z literatu´ry, najma¨ z [1]. Vlastne´
vy´sledky pra´ce predstavuju´ pr´ıklady v kapitola´ch 2 azˇ 3 vra´tane software pre nasˇe vy´pocˇty.
Hlavnou cˇastˇou pra´ce je druha´ kapitola, kde vykresl´ıme niekoˇlko geodet´ık na sˇpecia´lnych
plocha´ch ( Clairautovy´ch) v ich rea´lnom tvare. Potom si vypocˇ´ıtame numericky geodetiky,
geodeticke´ kruzˇnice a geodeticku´ pola´rnu su´radnicovu´ sietˇ na iny´ch plocha´ch. K urcˇeniu
geodet´ık na Clairautovy´ch plocha´ch sme pouzˇili software Maple. Numericky´ vy´pocˇet
geodet´ık, geodeticky´ch kruzˇn´ıc a geodeticky´ch pola´rnych su´radnicovy´ch siet´ı je napro-
gramovany´ v Matlabu. Posledna´ kapitola obsahuje simula´ciu pohybu bodu po paraboloide.
Do tohto vy´pocˇtu prida´me gravitacˇne´ zry´chlenie, aby sme sa pribl´ızˇili k rea´lnemu modelu.
Tento pohyb je spracovany´ ako matlabovska´ anima´cia a je vlozˇeny´ v pra´ci pod obra´zkom.
Okrem tohto su´ v kapitola´ch za teo´riou vysvetˇluju´ce pr´ıklady. Teo´ria aj pr´ıklady su´ do-
plnene´ na´zorny´mi obra´zkami.
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Kapitola 1
Za´kladne´ pojmy
1.1 Diferencia´lna geometria kriviek
1.1.1 Vektorove´ funkcie
Pri pouzˇit´ı vektorove´ho pocˇtu v diferencia´lnej geometrii sa stretneme s vektorovou funkciou
jednej premennej.
Vyslov´ıme si defin´ıciu tejto funkcie:
Defin´ıcia 1.1 Budˇ J jednorozmerny´ interval J ⊂ E1. Predpis, ktory´ kazˇde´mu cˇ´ıslu t ∈ J
priradzuje pra´ve jeden vektor
→
x∈ R3, vola´me vektorovu´ funkciu jednej (rea´lnej) premennej.
Pre tu´to funkciu pouzˇ´ıvame za´pisu
→
x=
→
x (t), t ∈ J (1.1)
Vektorovu´ funkciu (1.1) budeme podrobnejˇsie zapisovatˇ takto:
→
x= [x1(t), x2(t), x3(t)] , t ∈ J (1.2)
kde x1(t), x2(t), x3(t) su´ funkcie (o spolocˇnom definicˇnom intervale J), ktore´ pre kazˇde´
t ∈ J urcˇuju´ su´radnice vektoru →x (t).
Pre vektorovu´ funkciu (1.2) moˆzˇeme zaviestˇ pojmy spojitosti, limity a deriva´cie, a to
napr. pomocou ty´chto defin´ıc´ı:
Defin´ıcia 1.2 O vektorovej funkcii (1.2) povieme, zˇe je spojita´ v bode t0 ∈ J , ak su´ v
tomto bode funkcie x1(t), x2(t), x3(t) spojite´.
Defin´ıcia 1.3 Predpokladajme, zˇe existuju´ limity
a1 = lim
t→t0
x1(t), a2 = lim
t→t0
x2(t), a3 = lim
t→t0
x3(t).
Potom limitou vektorovej funkcie (1.2) pre t → t0 rozumieme vektor →a urcˇeny´ vztˇahom→
a= (a1, a2, a3) a p´ıˇseme
lim
t→t0
→
x (t) =
→
a .
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Defin´ıcia 1.4 Nech existuju´ v danom bode t0 ∈ J deriva´cie x′1(t0), x′2(t0), x′3(t0). Potom
deriva´ciou vektorovej funkcie (1.2) v danom bode t0 ∈ J rozumieme vektor [x′1(t0), x′2(t0), x′3(t0)].
Tu´to deriva´ciu oznacˇujeme
→
x
′
(t0) a plat´ı
→
x
′
(t0) = lim
h→0
→
x (t0 + h)− →x (t0)
h
= [x′1(t0), x
′
2(t0), x
′
3(t0)] .
Defin´ıcia 1.5 Ak existuje v kazˇdom bode t ∈ J deriva´cia vektorovej funkcie (1.2), je
→
x
′
(t), t ∈ J opa¨tˇ vektorovou funkciou. Deriva´ciu tejto funkcie pokiaˇl existuje, oznacˇ´ıme
→
x
′′
(t) a nazveme druhou deriva´ciou vektorovej funkcie
→
x=
→
x (t) atd.
Z predcha´dzaju´cich vy´kladov vyply´va, zˇe pojmy spojitosti, limita, deriva´cia su´ pre
vektorove´ funkcie definovane´ celkom obdobne ako pre rea´lne funkcie rea´lnych premenny´ch.
Platia tu preto, ako sa da´ podrobne doka´zatˇ, obdobne´ pravidla´ pre pocˇ´ıtanie limit a
deriva´ci´ı ako pre pocˇ´ıtanie limit a deriva´ci´ı rea´lnych funkci´ı jednej rea´lnej premennej.
Uvedˇme strucˇne len najnutnejˇsie pravidla´, ktore´ sa ty´kaju´ deriva´ci´ı vektorovy´ch funkci´ı
→
a ,
→
b definovany´ch na spolocˇnom intervale J . Plat´ı zˇe(→
a ± →b
)′
=
→
a
′ ± →b
′
,
(→
a · →b
)′
=
→
a
′ · →b + →a ·
→
b
′
,
(→
a × →b
)′
=
→
a
′ × →b + →a ×
→
b
′
atdˇ.,
kde · je skala´rny su´cˇin a × je vektorovy´ su´cˇin.
1.1.2 Vyjadrenie krivky, d´lzˇka oblu´ku krivky
Parametricke´ rovnice a vektorova´ rovnica krivky
Budeme sa zaoberatˇ teo´riou kriviek. Budeme pracovatˇ v trojrozmernom euklidovskom
priestore E3, v ktorom je dana´ karte´zska su´stava su´radn´ıc.
Vyslov´ıme si najprv defin´ıciu regula´rnej krivky:
Veta 1.1 Majme dane´ tri funkcie
x1 = x1(t), x2 = x2(t), x3 = x3(t), (1.3)
ktore´ splnˇuju´ predpoklady:
a) Funkcie (1.3) su´ rea´lne funkcie rea´lnej premennej t definovane´ na spolocˇnom otvorenom
intervale J .
b) Vo vsˇetky´ch bodoch intervalu J su´ vsˇetky funkcie (1.3) spojite´ i so svoj´ımi asponˇ
prvy´mi deriva´ciami.
c) Vo vsˇetky´ch bodoch intervalu J plat´ı(
dx1
dt
)2
+
(
dx2
dt
)2
+
(
dx3
dt
)2
6= 0. (1.4)
10
d) Dvom roˆznym bodom t1, t2 z intervalu J priradˇuju´ funkcie (1.3) v priestore E3 dva
roˆzne body [x1 (t1) , x2 (t1) , x3 (t1)] , [x1 (t2) , x2 (t2) , x3 (t2)] .
Ak su´ splnene´ hore uvedene´ predpoklady, potom mnozˇinu vsˇetky´ch bodov p(t) ∈ E3, ktorej
su´radnice x1 (t) , x2 (t) , x3 (t) su dane´ rovnicami (1.3) vola´me regula´rnou krivkou (strucˇne
krivkou). Rovnice (1.3) vola´me parametricky´mi rovnicami tejto krivky.
Regula´rna krivka je zrejme jednoznacˇne urcˇena svoj´ımi parametricky´mi rovnicami
(1.3). Hlˇadajme jej strucˇnejˇsie vyjadrenie. Kazˇde´mu cˇ´ıslu t z intervalu J odpoveda´ na
krivke bod p(t). Priradˇme tomuto bodu tzv. sprievodca
→
p (t). Ma´me ty´m na mysli vektor,
ktory´ je umiestneny´ svojim pocˇiatocˇny´m bodom do pocˇiatku 0 karte´zskej su´stavy su´radn´ıc
a ma´ svoj koncovy´ bod v bode p(t) (vidˇ obr.1.1).
x1
x2
x3
p1
0
p(t)
p=p(t)
p(t)
C
Obra´zok 1.1:
Sprievodca
→
p (t) ma´ rovnake´ su´radnice ako koncovy´ bod p(t). Bod p(t) sa men´ı
v za´vislosti na hodnota´ch parametru t, prebiehaju´ceho interval J . Z tohoto doˆvodu i
sprievodca
→
p je vektorovou funkciou parametru t. Tu´to vektorovu´ funkciu moˆzˇeme zap´ısatˇ
vo tvare
→
p= (x1(t), x2(t), x3(t)) (1.5)
alebo celkom strucˇne
→
p=
→
p (t). (1.6)
Rovnicu (1.6)[a teda i rovnicu (1.5)] vola´me vektorovou rovnicou danej krivky. Rozp´ısa-
n´ım vektorovej rovnice (1.6) dosta´vame tri parametricke´ rovnice (1.3). Vektorove´ vyja-
drenie krivky je zrejme strucˇnejˇsie a elegantnejˇsie ako vyjadrenie parametricke´. Budeme
preto vektorove´ vyjadrenie pouzˇ´ıvatˇ cˇo najcˇastejˇsie.
Parametriza´cia oblu´kom
Predpokladajme, zˇe pomocou vektorovej rovnice
→
p=
→
p (t), t ∈ J je dana´ regula´rna krivka
C. Budˇ t0 lˇubovolne´, pevne zvolene´ cˇ´ıslo z intervalu J . Na intervale J si definujme
predpisom
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s(t) =
t∫
t0
√(
dx1
dt
)2
+
(
dx2
dt
)2
+
(
dx3
dt
)2
dt, t ∈ J (1.7)
funkciu s(t). Funkcia s(t) je definovana´ v celom intervale J a vola´ sa oblu´kom krivky C.
Oznacˇme p (t0) a p (t) body, odpovedaju´ce na krivke C hodnota´m parametru t0 a t.
V diferencia´lnom a integra´lnom pocˇte sa definuje d´lzˇka krivky a dokazuje sa, zˇe ta´to
d´lzˇka medzi bodmi p (t0) a p(t) je rovna cˇ´ıslu |s(t)|. Ak je t ≤ t0, je i s(t) ≤ 0 a cˇ´ıslo s(t)
vyjadruje priamo d´lzˇku krivky C medzi jej bodmi p(t0) a p(t). V pr´ıpade, zˇe t < t0, je
s(t) < 0 a d´lzˇka medzi uvedeny´mi bodmi je dana´ cˇ´ıslom −s(t), resp |s(t)|. Funkciu s(t)
moˆzˇeme vyjadriˇt strucˇnejˇsie. Pouzˇijeme k u´prave (1.7) nasledovne´ oznacˇenie
.
x1=
dx1
dt
,
.
x2=
dx2
dt
,
.
x3=
dx3
dt
, resp.
.→
p=
d
→
p
dt
, (1.8)
moˆzˇeme p´ısatˇ
s(t) =
t∫
t0
√( .
x1
)2
+
( .
x2
)2
+
( .
x3
)2
dt, (1.9)
respekt´ıve
s(t) =
t∫
t0
√
.→
p ·
.→
pdt. (1.10)
Oznacˇme
.
s (t) deriva´ciu funkcie s(t). Z rovn´ıc (1.9) a (1.10) vyply´va, zˇe
.
s (t) =
√( .
x1
)2
+
( .
x2
)2
+
( .
x3
)2
=
√
.→
p ·
.→
p. (1.11)
Odtiaˇlto a z (1.4) plynie, zˇe pre vsˇetky t ∈ J je .s 6= 0. K funkcii s = s(t), t ∈ J moˆzˇeme
teda zostrojiˇt inverznu´ funkciu
t = t(s), s ∈ I.
Z (1.11) spocˇ´ıtame, zˇe pre deriva´ciu tejto inverznej funkcie plat´ı
ds
dt
=
1
.
s (t)
=
1√( .
x1
)2
+
( .
x2
)2
+
( .
x3
)2 = 1√ .→
p ·
.→
p
. (1.12)
Kedˇzˇe v celom intervale J je
.
s (t) 6= 0, ma´ i inverzna´ funkcia t = t(s) vsˇade v odpovedaju´com
intervale I deriva´ciu roˆznu od nuly. Funkcia t = t(s) je teda pr´ıpustnou funkciou a moˆzˇeme
preto pomocou nej previestˇ na sku´manej krivke o vektorovej rovnici
→
p=
→
p (t) regula´rnu
transforma´ciu parametru. Dostanieme tak novu´ vektorovu´ rovnicu
→
p=
→
p [t(s)] , s ∈ I, (1.13)
resp. strucˇne
→
p=
→
p (s), s ∈ I, (1.14)
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O rovnici (1.13), resp.(1.14) hovor´ıme, zˇe parametrom v tejto rovnici je oblu´k. Ako plynie
z predcha´dzaju´cich u´vah, je d´lzˇka krivky medzi svoj´ımi dvoma bodmi p (s1) , p (s2), kde
s1 < s2, rovna cˇ´ıslu s2 − s1. Preto sa tiezˇ cˇasto hovor´ı, zˇe oblu´k krivky je taky´ parameter
na krivke, ktory´ ,,meria” jej d´lzˇku.
1.1.3 Dotycˇnica a oskulacˇna´ rovina krivky
Dotycˇnica krivky
Medzi vsˇetky´mi priamkami, ktore´ precha´dzaju´ dany´m bodom regula´rnej krivky, existuje
jedna vy´znamna´ priamka, ktora´ sa vola´ dotycˇnica.
Budˇ C krivka pop´ısana´ vektorovou rovnicou
→
p=
→
p (t), t ∈ J. (1.15)
Na krivke C si zvoˇlme dva roˆzne body p (t0) a p (t0 + h) (vidˇ obr.1.2). Sprievodne´ vektory
x1
x2
x3
0
p(t +h)
p(t +h)
p(t )
0
0
0
C
p(t )0
p(t )0
.
p(t +h)-p(t )0 0
h
t
Obra´zok 1.2:
oboch bodov oznacˇ´ıme
→
p (t0) a
→
p (t0 + h). Priamka prelozˇena´ oboma bodmi p (t0) a
p (t0 + h) je tzv. secˇnica krivky C. Tu´to secˇnicu moˆzˇeme zadatˇ i iny´m spoˆsobom. Je totizˇ
urcˇena´ bodom p (t0), ktory´m precha´dza, a vektorom s nim rovnobezˇny´m, teda vektorom
→
p (t0 + h)−
→
p (t0) , (1.16)
resp. vektorom s n´ım kolinea´rnym
→
p (t0 + h)−
→
p (t0)
h
(1.17)
Myslime si, zˇe bod p (t0) je na krivke C zvoleny´ pevne. S bodom p (t0 + h) sa ,,prib-
lizˇujeme” k pevne´mu bodu p (t0). Toto ,,priblizˇovanie” realizujeme tak, zˇe sta´le zmensˇuje-
me cˇ´ıslo |h|. Pri tomto ,,priblizˇovan´ı” sku´mana´ secˇnica men´ı (obecne) svoju polohu. Do-
hodneme sa, zˇe limitnu´ polohu tejto secˇnice pre h → 0 budeme rozumietˇ priamku, ktora´
precha´dza bodom p (t0) a je rovnobezˇna´ s vektorom, ktory´ je limitou vektorovej funkcie
(1.17) pre h→ 0. Predcha´dzaju´ce u´vahy na´m umozˇnˇuju´ vysloviˇt nasledovnu´ defin´ıciu:
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Defin´ıcia 1.6 Budˇ p (t0) bod regula´rnej krivky C pop´ısanej vektorovou rovnicou (1.15).
Dotycˇnicou krivky C v jej bode p (t0) rozumieme priamku, ktora´ je pre h → 0 limitnou
polohou secˇnice, precha´dzaju´cou bodom p (t0) a dˇalˇs´ım bodom p (t0 + h) krivky C. Bod
p (t0) vola´me dotykovy´m bodom danej dotycˇnice.
Z defin´ıcie, ktoru´ sme vyslovili, neni jasne´, cˇi v kazˇdom bode regula´rnej krivky existuje
dotycˇnica. Vsˇimnime si tejto ota´zky blizˇsˇie. Z bodu b) defin´ıcie regula´rnej krivky vyply´va,
zˇe pre h→ 0 limita vektorovej funkcie (1.17) vzˇdy existuje a plat´ı
.→
p (t0) = lim
h→0
→
p (t0 + h)−
→
p (t0)
h
(1.18)
Z bodu c) uvedenej defin´ıcie potom plynie, zˇe
.→
p (t0) je vzˇdy nenulovy´m vektorom. Kedˇzˇe
dotycˇnica v bode p (t0) je rovnobezˇna´ s vektorom
.→
p (t0), ktory´ vzˇdy existuje a je nenulovy´,
je ta´to dotycˇnica jednoznacˇne urcˇena´. Vznika´ esˇte ota´zka, cˇi sa ta´to dotycˇnica nezmen´ı,
ak prejdeme na krivke C pomocou regula´rnej transforma´cie parametru k novej rovnici
→
p=
→
p
[
t
(
t
)]
, t ∈ J. (1.19)
Uka´zˇeme, zˇe zˇiadna zmena v tomto zmysle nenasta´va. Plat´ı totizˇ
d
→
p
dt
=
d
→
p
dt
dt
dt
. (1.20)
Dotycˇnica v pr´ıslusˇnom bode krivky pop´ısanej v rovnicou (1.19) je rovnobezˇna´ s nenulovy´m
vektorom d
→
p /dt, ktory´ je kolinea´rny, ako plynie z (1.20), s vektorom d
→
p /dt. Pred-
cha´dzaju´ce u´vahy moˆzˇeme zhrnu´tˇ do vety:
Veta 1.2 V kazˇdom bode regula´rnej krivky existuje pra´ve jedna dotycˇnica. Ak je krivka
pop´ısana´ vektorovou rovnicou (1.15), potom dotycˇnica tejto krivky zostrojena´ v jej bode
p (t0) je rovnobezˇna´ s vektorom
.→
p (t0) a ma´ vektorvu´ rovnicu
→
y=
→
p (t0) + λ
.→
p (t0) ,
kde λ ∈ (−∞,+∞) a →y je oznacˇenie pre sprievodny´ vektor bezˇne´ho bodu uvazˇovanej
dotycˇnice.
Oskulacˇna´ rovina krivky
Kazˇda´ rovina, ktora´ precha´dza dotycˇnicou regula´rnej krivky, sa vola´ dotycˇnicovou rovi-
nou krivky. Dotykovy´m bodom dotycˇnicovej roviny rozumieme dotykovy´ bod dotycˇnice,
ktore´ho sme dotycˇnicovou rovinou prelozˇili. Dany´m bodom krivky precha´dza teda cely´
zva¨zok dotycˇnicovy´ch rov´ın. V tomto sva¨zku existuje vsˇak vy´znamna´ dotycˇnicova´ rovina,
nazy´vaju´ca sa oskulacˇna´ rovina. Jej defin´ıciou a za´kladny´mi vlastnostˇami sa budeme v
tomto paragrafe zaoberatˇ.
Majme pomocou vektorovej rovnice
→
p=
→
p (t), t ∈ J (1.21)
danu´ regula´rnu krivku C. V bode p (t0) krivky C zostrojme dotycˇnicu t. Dotycˇnicou t
a dˇalˇs´ım bodom p (t0 + h) , h 6= 0 krivky C prelozˇme dotycˇnicovu´ rovinu a oznacˇme ju
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τhC. Rovina τhC je urcˇena´ bodom p (t0), ktory´m precha´dza, a dvoma vektormi s nˇou
rovnobezˇnou
.→
p (t0) ,
→
p (t0 + h)−
→
p (t0) (1.22)
(vidˇ. obr. 1.3). Rovina τhC je vsˇak tiezˇ rovnobezˇna´ s vektormi
.→
p (t0) , 2
→
p (t0 + h)−
→
p (t0)− h
.→
p (t0)
h2
(1.23)
ktore´ su´ linea´rnou kombina´ciou vektorov (1.22). Myslime si, zˇe bod p (t0) je na krivke C
x1
x2
x3
0
p(t +h)
p(t +h)
p(t )
0
t C
0
0
C
p(t )0
p(t )0
.
p(t +h)-p(t )0 0
h
Obra´zok 1.3:
zvoleny´ pevne. S bodom p (t0 + h) sa ,,priblizˇujeme” k bodu p (t0) tak, zˇe sta´le zmensˇujeme
cˇ´ıslo |h|. Pri tomto ,,priblizˇovan´ı” men´ı (obecne) sku´mana´ dotycˇnicova´ rovina τhC svoju
polohu. Dohodneme sa, zˇe limitnu´ polohu tejto dotycˇnicovej roviny pre h → 0 budeme
rozumietˇ rovinu, ktora´ precha´dza bodom p (t0) a je rovnobezˇna´ s dvoma vektormi, ktore´
su´ pre h → 0 limitou vektorovy´ch funkci´ı (1.23). Oznacˇenie, ktore´ sme zaviedli, na´m
umozˇnˇuje vysloviˇt nasledovnu´ defin´ıciu:
Defin´ıcia 1.7 Budˇ p (t0) bod regula´rnej krivky C pop´ısanej vektorovou rovnicou (1.21).
Oskulacˇnou rovinou krivky k v jej bode p (t0) rozumieme rovinu, ktora´ je pre h → 0
limitnou polohou roviny, ktora´ je dotycˇnicou rovinou krivky C v bode p (t0) a precha´dza
dˇalˇs´ım bodom p (t0 + h) krivky C.
Sku´majme, za aky´ch podmienok existuje jednoznacˇne v danom bode krivky oskulacˇna´
rovina. Zrejme
lim
h=0
.→
p (t0) =
.→
p (t0) , lim
h=0
2
→
p (t0 + h)−
→
p (t0)− h
.→
p (t0)
h2
=
= lim
h=0
.→
p (t0 + h)−
.→
p (t0)
h
=
..→
p (t0) .
Odtiaˇlto vyply´va nasledovna´ veta.
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Veta 1.3 V kazˇdom bode p (t0) krivky C existuje oskulacˇna´ rovina a je rovnobezˇna´ s
vektormi
.→
p (t0) ,
..→
p (t0) . (1.24)
Ak oba vektory (1.24) su´ linea´rne neza´visle´, existuje v bode p (t0) pra´ve jedna oskulacˇna´
rovina. V pr´ıpade, zˇe oba vektory su´ linea´rne za´visle´, je kazˇda´ dotycˇnicova´ rovina zostro-
jena´ v bode p (t0) su´cˇasne oskulacˇnou rovinou.
x1
x2
x3
0
p t( )
C
t
n
p0
p
0
t Cp
p=p(t)
.
x1
x2
x3
0
p(s)
C
p( )s
p=t
n
t
p n=k
Obra´zok 1.4:
Vsˇimneme si prve´ho pr´ıpadu, kedy v danom bobe p (t0) krivky C existuje pra´ve jedna
oskulacˇna´ rovina τpC. Bodom p (t0) prelozˇme v oskulacˇnej rovine τpC priamku kolmu´ na
dotycˇnicu t krivky C (obr.1.4 vˇlavo). Tu´to priamku vola´me hlavna´ norma´la. Budeme ju
oznacˇovatˇ n.
1.1.4 Krivostˇ
Predpokladajme, zˇe regula´rna krivka C je dana´ vektorovou rovnicou
→
p=
→
p (s), s ∈ I, (1.25)
v ktorej parameter s je oblu´kom. Vektor
→
p
′
(s) je pre kazˇde´ s ∈ I jednotkovy´m dotycˇnicovy´m
vektorom krivky C. Vektory
→
p
′
(s) a
→
p
′′
(s) su´ potom rovnobezˇne´ s oskulacˇnou rovinou,
zostrojenou ku krivke C v jej bode p(s).
Defin´ıcia 1.8 Vektor
→
p
′′
(s) vola´me vektor krivosti krivky C v bode p(s). Veˇlkostˇ tohoto
vektoru oznacˇ´ıme κ(s) (strucˇne κ) a vola´me krivostˇ krivky C v bode p(s).
Vyjdeme z rovnice
→
p
′ · →p ′= 1,
ktora´ je zrejme splnena´ pre vsˇetky s ∈ I. Derivujeme obe strany rovnice podˇla parametru
s, dosta´vame
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→
p
′′ · →p ′ + →p ′ · →p ′′= 0,
teda po u´prave
2
→
p
′ · →p ′′= 0. (1.26)
To vsˇak znamena´, zˇe v kazˇdom bode p(s) krivky C je vektor
→
p
′′
(s) budˇ nenulovy´m
vektorom, kolmy´m na dotycˇnicovy´ vektor
→
p
′
(s), alebo nulovy´m vektorom.
Predokladajme, zˇe vo sku´manom bode nasta´va prva´ mozˇnostˇ, tj.
→
p
′′ 6=→0 ,→p
′′ ⊥ →p ′.
Ta´to mozˇnostˇ nasta´va iba vtedy, ak vektor
→
p
′′
je rovnobezˇny´ s hlavnou norma´lou n krivky
C (vidˇ obr. 1.4). Zostrojme pomocou rovnice
→
n=
→
p
′′∣∣∣→p ′′∣∣∣ (1.27)
jednotkovy´ vektor
→
n, kolinea´rny s vektorom
→
p
′′
. Vektor
→
n vola´me jednotkovy´m vektorom
hlavnej norma´ly. Kedˇzˇe
∣∣∣→p ′′∣∣∣ = κ, moˆzˇeme p´ısatˇ
→
p
′′
= κ
→
n . (1.28)
Zavedieme si pre jednotkovy´ dotycˇnicovy´ vektor
→
p
′
oznacˇenie
→
t=
→
p
′
.
Geometricky vyjadruje krivostˇ κ odchy´lku krivky od priamky.
1.2 Diferencia´lna geometria ploˆch
1.2.1 Vyjadrenie plochy
V tejto kapitole sa venujme sˇtu´diu ploˆch. Budeme pracovatˇ v trojrozmernom euklidovskom
priestore E3. Kazˇde´mu bodu X, ktory´ lezˇ´ı v priestore E3, priradˇ´ıme karte´zske su´radnice
x1, x2, x3 a budeme p´ısatˇ
X = [x1, x2, x3] . (1.29)
Sprievodca bodu X oznacˇ´ıme
→
x a podobne ako v (1.29) budeme p´ısatˇ
→
x= (x1, x2, x3) . (1.30)
Vyslov´ıme si defin´ıciu regula´rnej plochy:
Defin´ıcia 1.9 Majme dane´ tri funkcie
x1 = x1(u
1, u2),
x2 = x2(u
1, u2), (1.31)
x3 = x3(u
1, u2),
premenny´ch u1, u2, ktore´ splnˇuju´ tieto predpoklady:
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a) Funkcie (1.31) su´ rea´lne funkcie rea´lnych premenny´ch definovane´ na spolocˇnej oblasti
Ω.
b) Vo vsˇetky´ch bodoch oblasti Ω su´ funkcie (1.31) spojite´ a maju´ spojite´ vsˇetky parcia´lne
deriva´cie azˇ do tretieho ra´du.
c) Vo vsˇetky´ch bodoch oblasti Ω ma´ matica∥∥∥∥ ∂x1∂u1 , ∂x2∂u1 , ∂x3∂u1−∂x1
∂u2
, ∂x2
∂u2
, ∂x3
∂u2
∥∥∥∥ (1.32)
hodnostˇ rovnu´ dvom.
d) Dvom roˆznym bodom oblasti Ω priradzuju´ funkcie (1.31) dva roˆzne body v priestore
E3.
Ak su´ splnene´ hore uvedene´ predpoklady, potom mnozˇinu vsˇetky´ch bodov X ∈ E3,
ktory´ch su´radnice x1, x2, x3 su´ dane´ rovnicami (1.31), vola´me regula´rnou plochou (niekedy
strucˇne plochou). Rovnice (1.31) vola´me parametricky´mi rovnicami tejto plochy.
Pozna´mka 1.1 Premenne´ u1, u2 v rovniciach (1.31) rozliˇsujeme horny´mi indexmi, namies-
to u1, u2.
Pozna´mka 1.2 Oblastˇ Ω z predcha´dzaju´cej defin´ıcie je mnozˇina bodov, ktora´ lezˇ´ı v
lˇubovolne zvolenej (pomocnej) rovine ω a ktora´ je su´visla´ a v rovine ω otvorena´. Pripomenˇ-
me si, zˇe mnozˇina bodov je su´visla´, ak sa daju´ kazˇde´ dva jej body spojiˇt lomenou cˇiarou,
ktora´ lezˇ´ı v danej mnozˇine. Mnozˇina bodov je v rovine ω otvorena´, ak sa da´ okolo kazˇde´ho
jeho bodu op´ısatˇ v rovine ω okolie, ktore´ cele´ patr´ı do tejto mnozˇiny.
Pozna´mka 1.3 V rovine ω, v ktorej lezˇ´ı oblastˇ Ω, si mysl´ıme, zˇe je zvolena´ karte´zska
su´stava su´radn´ıc. Bod, ktory´ lezˇ´ı v rovine a ma´ su´radnice u1, u2 oznacˇme symbolom
[u1, u2]. Pridrzˇ´ıme sa tohoto oznacˇenia, a moˆzˇeme povedatˇ, zˇe parametricke´ rovnice
(1.31) priradzuju´ kazˇde´mu bodu [u1, u2] z oblasti Ω bod X (niekedy budeme p´ısatˇ obsˇ´ırne
X (u1, u2)) lezˇiaci v priestore E3. Dohodneme sa, zˇe cˇ´ısla u
1, u2 budeme volatˇ krivocˇiary´mi
su´radnicami bodu X.
Kazˇda´ regula´rna plocha je urcˇena´ svoj´ımi parametricky´mi rovnicami (1.31). Hlˇadajme
strucˇnejˇsie vyjadrenie plochy. Bodu [u1, u2] z oblasti Ω odpoveda´ na ploche pr´ıslusˇny´
bod X so svoj´ım sprievodcom
→
x (vidˇ obr. 1.5). Sprievodca je teda vektor
→
x vektorovou
funkciou premenny´ch u1, u2.
Tu´to vektorovu´ funkciu moˆzˇeme zapisovatˇ vo tvare
→
x=
(
x1
(
u1, u2
)
, x2
(
u1, u2
)
, x3
(
u1, u2
))
(1.33)
alebo celkom strucˇne
→
x=
→
x
(
u1, u2
)
(1.34)
Rovnicu (1.34) (a teda i rovnicu (1.33)) vola´me vektorovou rovnicou danej plochy. Vek-
torove´ vyjadrenie plochy je zrejme oproti parametricke´mu vyjadreniu ploˆch strucˇnejˇsie a
prehˇladnejˇsie, budeme ho preto vo va¨cˇsˇine pr´ıpadov pouzˇ´ıvatˇ.
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x1
x2
x3
0
X
x
Obra´zok 1.5:
Transforma´cia parametrov na ploche
Tu´ istu´ plochu je mozˇne´ zap´ısatˇ pomocou roˆzny´ch vektorovy´ch rovn´ıc. Budeme sku´matˇ,
ako spolu take´ rovnice su´visia. Zavedieme si nasjkoˆr pojem pr´ıpustne´ho zobrazenia oblasti
Ω na oblastˇ Ω. Urob´ıme tak v nasledovnej defin´ıcii:
Defin´ıcia 1.10 Priradˇme kazˇde´mu bodu [u1, u2] oblasti Ω roviny ω pomocou rovn´ıc
u1 = u1
(
u1, u2
)
,
u2 = u2
(
u1, u2
)
(1.35)
bod [u1, u2] roviny ω. Nech su´ splnene´ tieto predpoklady:
a) Funkcie (1.35) su´ vo vsˇetky´ch bodoch oblasti Ω spojite´ i so vsˇetky´mi svojmi parcia´lnymi
deriva´ciami azˇ do tretieho ra´du.
b) Vo vsˇetky´ch bodoch oblasti Ω platia pre tzv. Jakobia´n zobrazenie∥∥∥∥ ∂u1∂u1 , ∂u2∂u1∂u1
∂u2
, ∂u
2
∂u2
∥∥∥∥ 6= 0.
c) Rovnice (1.35) priradzuju´ dvom roˆznym bodom oblasti Ω dva roˆzne body roviny ω.
Vsˇetky body [u1, u2, ] zostrojene´ pomocou rovn´ıc (1.35) vyplnia v rovine ω oblastˇ Ω.
Ak su´ splnene´ hore uvedene´ predpoklady, potom hovor´ıme, zˇe rovnicami (1.35) je
urcˇene´ pr´ıpustne´ zobrazenie oblasti Ω na oblastˇ Ω.
Ako plynie z defin´ıcie, odpovedaju´ si body oboch oblast´ı Ω, Ω vza´jomne jednoznacˇne.
Moˆzˇeme teda z rovn´ıc (1.35) vypocˇ´ıtatˇ nezna´me u1, u2 ako funkcie premenny´ch u1, u2 a
p´ısatˇ
u1 = u1
(
u1, u2
)
,
u2 = u2
(
u1, u2
)
,
[
u1, u2
] ∈ Ω. (1.36)
Da´ sa uka´zatˇ, zˇe vo vsˇetky´ch bodoch oblasti Ω su´ funkcie (1.36) spojite´ i so vsˇetky´mi
svojmi parcia´lnymi deriva´ciami azˇ do tretieho ra´du a zˇe pr´ıslusˇny´ Jakobia´n zobrazen´ı je
roˆzny od nuly. Splnˇuju´ teda funkcie (1.36) predpoklady formulovane´ v predcha´dzaju´cej
defin´ıcii a my moˆzˇeme vysloviˇt vetu:
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Veta 1.4 Nech funkcie (1.35) urcˇuju´ pr´ıpustne´ zobrazenie oblasti Ω na oblastˇ Ω. Potom
funkcie (1.36) urcˇuju´ pr´ıpustne´ zobrazenie oblasti Ω na oblastˇ Ω.
O zobrazeniach urcˇeny´ch rovnicami (1.35) a (1.36) hovor´ıme, zˇe su´ navza´jom inverzne´.
V priestore E3 nech je dana´ regula´rna plocha vektorovou rovnicou
→
x=
→
x
(
u1, u2
)
,
[
u1, u2
] ∈ Ω. (1.37)
Sku´majme teraz vektorovu´ rovnicu
→
x=
→
x
(
u1
(
u1, u2
)
, u2
(
u1, u2
))
,
[
u1, u2
] ∈ Ω, (1.38)
ktorej prava´ strana vznikla zlozˇen´ım funkci´ı (1.37) a (1.36). Bodom [u1, u2] ∈ Ω a [u1, u2] ∈
Ω, ktore´ su´ spolu viazane´ vztˇahmi (1.35), resp. (1.36), priradzuju´ v priestore E3 vektorove´
rovnice (1.37) a (1.38) tomu iste´mu bodu. Dosta´vame tak vy´sledok:
Veta 1.5 Rovnice (1.37) a (1.38) su´ vektorovy´mi rovnicami tej istej plochy.
Ak prejdeme pri sˇtu´diu plochy od jednej vektorovej rovnice k druhej (pomocou pr´ıpust-
ne´ho zobrazenia), hovor´ıme, zˇe sme na danej ploche urobili regula´rnu transforma´ciu para-
metrov.
1.2.2 Dotycˇnicove´ vlastnosti ploˆch
Krivka na ploche
Doˆlezˇity´m pojmom v teo´rii ploˆch je pojem krivky na ploche. Zavedieme si ho nasledovnou
defin´ıciou:
Defin´ıcia 1.11 budˇ
→
x=
→
x (u1, u2) , [u1, u2] ∈ Ω, vektorova´ rovnica regula´rnej plochy S.
Budˇ
ui = ui(t) (1.39)
dve funkcie, ktore´ maju´ tieto vlatnosti:
a) Funkcie (1.39) su´ rea´lne funkcie rea´lnej premennej t, definovane´ na spolocˇnom intervale
(a, b).
b) Vo vsˇetky´ch bodoch intervalu (a, b) su´ funkcie (1.39) spojite´ i so svoj´ımi deriva´ciami
asponˇ prve´ho ra´du.
c) V zˇiadnom bode intervalu (a, b) nie su funkcie
.
u
i
(t) su´cˇasne rovne´ nule.
d) Dvom roˆznym bodom z intervalu (a, b) priradzuje funkcia (1.39) dva roˆzne body oblasti
Ω.
Ak su´ splnene´ hore uvedene´ predpoklady, potom mnozˇinu vsˇetky´ch bodov y, ktore´ su´
urcˇene´ vektorovou rovnicou
→
y=
→
x
(
u1(t), u2(t)
)
, t ∈ (a, b) (1.40)
vola´me krivkou na ploche S. Rovnice (1.39) vola´me vnu´torny´mi parametricky´mi rovnicami
(strucˇne rovnicami) krivky na ploche. Rovnica (1.40) je tzv. vektorova´ rovnica krivky na
ploche.
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Dotycˇnicova´ rovina a norma´la plochy
Budˇ X lˇubovolny´ bod (regula´rny) plochy S. Budˇ (1.40) vektorova´ rovnica lˇubovolnej
krivky, ktora´ lezˇ´ı na ploche S a precha´dza bodom X. Definujme si dotycˇnicovy´ vektor.
Defin´ıcia 1.12 Dotycˇnicovy´ vektor
.→
y krivky na ploche S je definovany´ vztˇahom
.→
y=
d
→
y
dt
,
Dotycˇnicovy´ vektor je nenulovy´m vektorom. Derivujme zlozˇenu´ funkciu (1.40) podˇla
parametru t. Dostanieme tak vztˇah
.→
y=
→
x1
du1
dt
+
→
x2
du2
dt
,
kde
→
x1=
∂
→
x
∂u1
a
→
x2=
∂
→
x
∂u2
.
Tento vztˇah moˆzˇeme strucˇne zap´ısatˇ vo tvare
.→
y=
→
x i
.
u
i
. (1.41)
Z rovnice (1.41) plynie, zˇe dotycˇnicovy´ vektor zostrojeny´ k tejto krivke v bode X je
linea´rnou kombina´ciou vektorov
→
x1,
→
x2. Odtiaˇlto plynie spra´vnostˇ vety:
Veta 1.6 Vsˇetky priamky, ktore´ sa doty´kaju´ regula´rnej plochy v danom jej bode X, lezˇia
v jednej rovine.
Oznacˇme τXS rovinu z precha´dzaju´cej vety a budeme tu´to rovinu volatˇ dotycˇnicova´
rovina plochy, bod X potom dotykovy´m bodom dotycˇnicovej roviny. Priamka, ktora´
precha´dza bodom X kolmo k dotycˇnicovej rovine τXS, je tzv. norma´la plochy. Nenulovy´
vektor, ktory´ je rovnobezˇny´ s touto norma´lou, vola´me norma´lovy´m vektorom plochy S.
1.2.3 Vektory na ploche
Kontravariantne´ su´radnice vektorov
V tomto paragrafe sa naucˇ´ıme ra´tacej meto´de, ktora´ na´m umozˇn´ı ry´chlo a prehˇladne
pracovatˇ s vektormi lezˇiacimi v jednej dotycˇnicovej rovine plochy.
Budˇ
→
x=
→
x (u1, u2) vektorova´ rovnica plochy S. Budˇ τXS dotycˇnicova´ rovina zostrojena´
v lˇubovoˇlne, ale pevne zvolenom bode X plochy S. Oznacˇme
→
x1,
→
x2 su´radnicove´ vektory
roviny τXS a
→
n jednotkovy´ norma´lny vektor. Lˇubovoˇlny´ vektor
→
a , ktory´ lezˇ´ı v dotycˇnicovej
rovine τXS, je mozˇne´ vyjadriˇt ako linea´rnou kombina´ciou su´radnicovy´ch vektorov
→
x1,
→
x2.
Moˆzˇeme teda p´ısatˇ
→
a=
→
x i a
i (1.42)
a vysloviˇt nasledovnu´ defin´ıciu:
Defin´ıcia 1.13 Cˇ´ısla a1, a2 v rozklade (1.42) vola´me kontravariantny´mi su´radnicami vek-
toru
→
a .
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V za´ujme strucˇne´ho vyjadrovania sa dohodneme, zˇe dvojcˇ´ıslia a1, a2 budeme strucˇne
znacˇiˇt ai a zˇe budeme ho budeme volatˇ vektorom (niekedy tiezˇ kontravariantny´m vek-
torom).
Skala´rny su´cˇin vektorov
Zvoˇlme si v dotycˇnicovej rovine dva vektory
→
a=
→
x i a
i,
→
b=
→
xj b
j
a vypocˇ´ıtame ich skala´rny su´cˇin. Zrejme plat´ı zˇe
→
a · →b=→x i · →xj aibj.
Zavedieme si oznacˇenie
gij =
→
x i · →xj, (1.43)
a moˆzˇeme skala´rny su´cˇin oboch vektorov zap´ısatˇ v prehˇladnej forme
→
a · →b= gijaibj, (1.44)
Defin´ıcia 1.14 Cˇ´ısla gij dane´ vztˇahom (1.43) sa volaju´ keoficienty prvej za´kladnej formy.
Pri pocˇ´ıtan´ı pr´ıkladov pouzˇ´ıvame cˇasto oznacˇenie
E = g11, F = g12 = g21, G = g22,
Pouzˇijeme vlastne´ho skala´rneho su´cˇinu, aby sme odvodili doˆlezˇite´ tvrdenie o ty´chto
cˇ´ıslach. Plat´ı veta:
Veta 1.7 Cˇ´ıslo g, definovane´ rovnicou
g =
∣∣∣∣ g11, g12g21, g22
∣∣∣∣ (1.45)
je va¨cˇsˇie ako nula.
Doˆkaz. Oznacˇme ϕ uhol vektorov
→
x1,
→
x2 a p´ıˇseme
→
x1 · →x2=
∣∣∣→x1∣∣∣ ∣∣∣→x2∣∣∣ cosϕ.
Odtiaˇlto a z rovn´ıc (1.45) a (1.43) plynie, zˇe
g =
∣∣∣∣∣∣
∣∣∣→x1∣∣∣2 , ∣∣∣→x1∣∣∣ ∣∣∣→x2∣∣∣ cosϕ∣∣∣→x2∣∣∣ ∣∣∣→x1∣∣∣ cosϕ, ∣∣∣→x2∣∣∣2
∣∣∣∣∣∣ =
∣∣∣→x1∣∣∣2 ∣∣∣→x2∣∣∣2 sin2 ϕ > 0.
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Kovariantne´ su´radnice vektoru
Budˇ
→
a vektor lezˇiaci v dotycˇnicovej rovine τXS. Vypocˇ´ıtajme skala´rny su´cˇin tohoto vek-
toru so su´radnicovy´mi vektormi
→
x i a oznacˇme ich ai. Moˆzˇeme teda p´ısatˇ
ai =
→
x i · →a (1.46)
a vysloviˇt defin´ıciu:
Defin´ıcia 1.15 Cˇ´ısla a1, a2 z rovnice (1.46) vola´me kovariantne´ su´radnice vektoru
→
a .
Odvod´ıme vztˇahy, ktory´mi su´ navza´jom viazane´ kovariantne´ a kontravariantne´ su´radnice
vektorov. Z rovn´ıc (1.46), (1.42) a (1.43) plynie, zˇe
ai =
→
x i · →a=→x i · →xj aj,
teda
ai = gija
j. (1.47)
Posledna´ rovnica na´m umozˇnˇuje vypocˇ´ıtatˇ kovariantne´ su´radnice ai pomocou kontrava-
riantny´ch su´radn´ıc aj.
Predpokladajme zˇe su naopak dane´ kovariantne´ su´radnice ai. Vypocˇ´ıtame kontrava-
riantne´ su´radnice.
Rozop´ıˇseme podrobne rovnice (1.47). Dosta´vame tak syste´m dvoch linea´rnych rovn´ıc
a1 = g11a
1 + g12a
2,
a2 = g21a
1 + g22a
2
pre nezna´me kontravariantne´ su´radnice a1, a2. V predcha´fzaju´com odstavci sme si doka´zali,
zˇe determinant g tejto su´stavy je roˆzny od nuly. Ma´me teda zarucˇenu´ jednoznacˇnu´ exis-
tenciu riesˇenia. Jednoduchy´ vy´pocˇet, ktore´ho prevedenie necha´me cˇitateˇlovi, na´m da´va
vy´sledok
a1 =
g22a1 − g12a2
g
, a2 =
−g21a1 + g11a2
g
.
Oznacˇ´ıme
g11 =
g22
g
, g22 =
g11
g
,
g12 = g21 = −g12
g
= −g21
g
, (1.48)
moˆzˇeme hˇladane´ riesˇenie su´stavy rovn´ıc zap´ısatˇ v elegantnom tvare
aj = gijai. (1.49)
Vy´sledok, ku ktore´mu sme dospeli, zhrnieme do vety:
Veta 1.8 Budˇ aj kontravariantne´ a ai kovariantne´ su´radnice vektoru
→
a , ktore´ lezˇia v
dotycˇnicovej rovine τXS plochy S. Potom su´ su´radnice a
j a ai spolu viazane´ rovnicami
(1.47) a (1.49).
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Zobrazenie a rozvinutie plochy na plochu
Dˇalej budeme sˇtudovatˇ pojem rozvinutie plochy na plochu. Zavedieme si vsˇak obecnejˇs´ı
pojem, ktory´m je tzv. regula´rne zobrazenie plochy na plochu. Urob´ıme tak v nasledovny´ch
dvoch defin´ıcia´ch:
Defin´ıcia 1.16 Povieme, zˇe je dane´ vza´jomne jednoznacˇne´ zobrazenie jednej plochy na
druhu´ plochu, ak je urcˇene´ pravidlo, ktore´ kazˇde´mu bodu jednej plochy priradzuje pra´ve
jeden bod druhej plochy a obra´tene kazˇde´mu bodu druhej plochy priradzuje pra´ve poˆvodny´
bod prvej plochy.
Defin´ıcia 1.17 Povieme, zˇe vza´jomne jednoznacˇne´ zobrazenie plochy na plochu je re-
gula´rnym zobrazen´ım, ak na jednej z oboch ploˆch je mozˇne´ urobiˇt regula´rnu transforma´ciu
parametrov, po ktorej kazˇde´ dva navza´jom si odpovedaju´ce body oboch ploˆch maju´ na
oboch plocha´ch zhodne´ krivocˇiare su´radnice.
Zvla´sˇtnym pr´ıpadom regula´rneho zobrazenia plochy na plochu je tzv. rozvinutie plochy
na plochu. Tento pojem si zavedieme v nasledovnej defin´ıcii.
Defin´ıcia 1.18 Regula´rne zobrazenie plochy na plochu nazveme rozvinutie plochy na
plochu, ak toto regula´rne zobrazenie priradzuje kazˇdej krivke lezˇiacej na jednej ploche
krivku rovnakej d´lzˇky lezˇiacej na druhej ploche.
Koeficienty druhej za´kladnej formy
Budˇ
→
x=
→
x (u1, u2) , [u1, u2] ∈ Ω, vektorova´ rovnica (regula´rnej) plochy S. Vektorove´
funkcie →
x1=
→
x1
(
u1, u2
)
,
→
x2=
→
x2
(
u1, u2
)
,
→
n=
→
n
(
u1, u2
)
, (1.50)
urcˇuju´ v kazˇdom bode [u1, u2] plochy S dva su´radnicove´ vektory
→
x1,
→
x2 a jednotkovy´
norma´lovy´ vektor
→
n. Derivovan´ım vektorovy´ch funkci´ı (1.50) dostaneme dˇalˇsie vektorove´
funkcie. Zavedˇme si pre ne oznacˇenie
∂2
→
x
∂ui ∂uj
=
∂
→
x i
∂uj
=
→
x ij,
∂
→
n
∂ui
=
→
ni .
V pevne zvolenom bode [u1, u2] plochy S definujeme rovnicami
hij = − →ni · →xj (1.51)
sˇtyri cˇ´ısla hij.
Defin´ıcia 1.19 Cˇ´ısla hij dane´ vztˇahom (1.51) sa volaju´ koeficienty druhej za´kladnej formy
Pozna´mka 1.4 Z doˆvodu strucˇnosti zapisujeme cˇasto vektorove´ funkcie vo tvare
→
x1,→
x2,
→
n,
→
x ij atdˇ, namiesto toho aby sme p´ısali
→
x1 (u
1, u2) ,
→
x2 (u
1, u2) ,
→
n (u1, u2) ,
→
x ij (u
1, u2)
atdˇ. Ty´m sa zbavujeme mozˇnosti presne rozl´ıˇsiˇt funkciu od jej funkcˇnej hodnoty vy-
pocˇ´ıtanej v konkre´tnom bode plochy. Oba pojmy mus´ıme teda rozl´ıˇsiˇt iba v zmysle textu,
v ktorom su´ uvedene´.
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Kapitola 2
Geodeticke´ krivky
2.1 Gaussove rovnice
V kazˇdom bode plochy S zostrojme vektory
→
x1,
→
x2,
→
n a nazveme ich Frenetovy´m trojhra-
nom plochy. Hlˇadajme vztˇahy, ktory´mi su´ vektory
→
x11,
→
x12,
→
x21,
→
x22,
→
n1,
→
n2 (pouzˇ´ıvame
oznacˇenie
→
x11=
∂
→
x 1
∂u1
= ∂
2→x
∂u1 ∂u1
,
→
n1=
∂
→
n
∂u1
) vyjadrene´ ako linea´rne kombina´cie vektorov
→
x1,
→
x2,
→
n Frenetovho trojhranu. Dostanieme celkom sˇestˇ rovn´ıc. Dve z nich su´ tzv. Wein-
gartenove rovnice
→
ni= −hij
→
xj .
Dˇalˇsie sˇtyri tzv. Gaussove rovnice si odvod´ıme teraz. Plat´ı veta:
Veta 2.1 V kazˇdom bode plochy su´ splnene´ rovnice (tzv. Gaussove rovnice)
→
x ij= Γ
k
ij
→
xk +hij
→
n (2.1)
kde cˇ´ısla Γkij (tzv. Christoffelove symboly) su´ urcˇene´ rela´ciami
Γkij =
→
x ij · →x l glk, (2.2)
kde glk znacˇ´ı inverznu´ maticu k glk.
Doˆkaz. Vyjadr´ıme si vektory
→
x ij ako linea´rne kombina´cie vektorov
→
x1,
→
x2,
→
n. Preto
p´ıˇseme
→
x ij= Λ
k
ij
→
xk +aij
→
n . (2.3)
Vyna´sob´ıme skala´rne obe strany rovnice (2.3) vektorom
→
n a prihliadneme k tomu, zˇe
→
n · →x ij= hij, →n · →xk= 0, →n · →n= 1,
dosta´vame vztˇah
aij = hij. (2.4)
Vyna´sob´ıme skala´rne obidve strany rovnice (2.3) vektorom
→
x l a prihliadneme k oznacˇeniu
(2.2), dosta´vame postupne rovnice
→
x ij · →x l= Λkijgkl
→
x ij · →x l= Λijk
Λkij =
→
x ij · →x l glk = Λkij. (2.5)
Pouzˇijeme vy´sledkov (2.5) a (2.4) k u´prave rovnice (2.3), okamzˇite dosta´vame rovnicu
(2.1).
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Pr´ıklad 2.1 Pre koeficienty prvej za´kladnej formy E,F,G ma´me Christoffelove symboly
vyjadrene´ vztˇahmi:
Γ111 =
GEu − 2FFu + FEv
2g
, Γ211 =
−FEu + 2EFu − EEv
2g
,
Γ112 = Γ
1
21 =
GEv − FGu
2g
, Γ212 = Γ
2
21 =
EGu − FEv
2g
, (2.6)
Γ122 =
−FGv +GFv −GGu
2g
, Γ211 =
EGv − 2FFv + FGu
2g
, g = EG− F 2.
2.2 Geodeticka´ krivostˇ kriviek na ploche
Polozˇme na ploche S dvoma bodmi M,N vsˇetky mozˇne´ krivky. Hlˇadajme medzi ty´mito
krivkami krivku, ktora´ je na ploche S najkratsˇou spojnicou oboch bodov. Cely´ proble´m
lˇahko vyriesˇime, ak je plocha S rovinou. V takom pr´ıpade polozˇ´ıme bodmi M,N priamku
a krivka (tj. u´secˇka), ktora´ je cˇastˇou tejto priamky medzi bodmi M,N , je hˇladanou
najkratsˇou spojnicou. Priamka v rovine je charakterizovana´ ty´m, zˇe ma´ v kazˇdom svojom
bode krivostˇ rovnu´ nule. Zavedieme pojem geodetickej krivosti krivky lezˇiacej na ploche,
ktory´m zobecn´ıme pojem krivosti krivky lezˇiacej v rovine. V nasledovnom odstavci 2.3
vyhˇlada´me na ploche vsˇetky krivky, ktory´ch geodeticka´ krivostˇ je rovna´ nule a nazveme
ich geodeticky´mi krivkami. Da´ sa uka´zˇatˇ, zˇe pokiaˇl existuje na ploche najkratsˇia spojnica
dvoch bodov, potom je ta´to spojnica geodetickou krivkou.
Pristu´pime k zavedeniu geodetickej krivosti krivky na ploche. Polozˇme na ploche S
lˇubovoˇlne, ale pevne zvoleny´m bodom X krivku C. Budˇ
→
x=
→
x (u1, u2) vektorova´ rovnica
plochy S a
→
y=
→
x [u1(s), u2(s)] vektorova´ rovnica krivky C, v ktorej parameter s je oblu´kom.
Zostrojme v bode X vektory
→
x1,
→
x2,
→
n Frenetovho trojhranu plochy S, dotycˇnicovou rovi-
nou τXS a norma´lu n plochy S, jednotkovy´ dotycˇnicovy´ vektor
→
y
′
krivky C a konecˇne
vektor krivosti
→
y
′′
krivky C (vidˇ obr.2.1).
S
n
C
tXS
X kg

y
y
x1
x 2
Obra´zok 2.1: Geodeticka´ krivostˇ
Vyjadr´ıme si najprv vhodny´m spoˆsobom vektory
→
y
′
a
→
y
′′
. Derivujeme vektorovu´
rovnicu krivky C ako zlozˇenu´ funkciu, dostaneme vztˇah
→
y
′
=
→
x i
dui
ds
.
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Odtiaˇlto a z rovnice (2.1) plynie, zˇe
→
y
′′
=
(
d2ui
ds2
+ Γijk
duj
ds
duk
ds
)
→
x i +hij
dui
ds
duj
ds
→
n . (2.7)
Defin´ıcia 2.1 Cˇ´ıslo κg urcˇene´ na ploche S vztˇahom
κg =
(→
n × →y ′
)
· →y ′′ (2.8)
vola´me geodetickou krivostˇou krivky C v bode X.
Geometricky sa jedna´ o veˇlkostˇ kolme´ho priemetu vektoru krivosti
→
y
′′
do dotycˇnicovej
roviny τXS. Geodeticka´ krivostˇ, pokiaˇl nie je nulova´, moˆzˇe matˇ roˆzne znamienko. Z
rovnice (2.8) vyply´va, zˇe znamienko geodetickej krivosti nema´ zˇiadny hlbsˇ´ı geometricky´
vy´znam, lebo za´vis´ı na orienta´cii norma´ly
→
n a na orienta´cii krivky C.
2.3 Geodeticke´ krivky na ploche
Na ploche existuju´ krivky, ktore´ maju radu analogicky´ch vlastnost´ı s priamkami v rovine.
Su´ to tzv. geodeticke´ krivky. Ich defin´ıciu si teraz vyslov´ıme. Urob´ıme tak ty´mto
spoˆsobom.
Defin´ıcia 2.2 Krivku na ploche vola´me geodetickou krivkou (strucˇne geodetikou), ak v
kazˇdom bode tejto krivky je geodeticka´ krivostˇ rovna´ nule.
Odvod´ıme si najprv niektore´ jednoduche´ vlastnosti geodeticky´ch kriviek. Platia nasle-
dovne´ vety:
Veta 2.2 Krivka C na ploche S je geodetickou krivkou plochy S pra´ve vtedy, ak v kazˇdom
bode krivky C, v ktorom jej krivostˇ nie je rovna´ nule, norma´la plochy S sply´va s hlavnou
norma´lou krivky C (teda oskulacˇna´ rovina krivky C precha´dza norma´lou plochy).
Doˆkaz. Budˇ C geodetikou. Potom mus´ı v kazˇdom jej bode podˇla (2.7) platiˇt rovnice
→
y
′′
= hij
dui
ds
duj
ds
→
n .
Pokiaˇl je krivostˇ krivky C nulova´, su´ vektory
→
y
′′
,
→
n nenulove´ a obidve sku´mane´ priamky
sply´vaju´. Naopak, ak obidve sku´mane´ priamky sply´vaju´, potom mus´ı platiˇt, ako plynie z
rovnice (2.7), d
2ui
ds2
+ Γijk
duj
ds
duk
ds
= 0 a krivka C je geodetikou. 
Veta 2.3 Krivka je geodetickou krivkou v danej rovine pra´ve vtedy, ak je v tejto rovine
priamkou (alebo cˇastˇou priamky).
Jednoduchy´ doˆkaz vety prenecha´me cˇitateˇlovi.
Veta 2.4 Pri rozvinut´ı jednej plochy na druhu´ rozvinu´ sa vsˇetky geodetiky prvej plochy
do geodet´ık druhej plochy.
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Doˆkaz. Zavedieme si na oboch plocha´ch zhodne´ su´stavy krivocˇiary´ch su´radn´ıc, plat´ı
pre prve´ za´kladne´ tenzory oboch ploˆch rovnostˇ
1
gij=
2
gij .
Odtiaˇlto plynie
1
Γ
k
ij =
2
Γ
k
ij.
To vsˇak znamena´, zˇe kazˇda´ krivka, ktora´ je geodetikou na jednej ploche, mus´ı bytˇ i
geodetikou na druhej ploche a obra´tene. 
V predcha´dzaju´cich veta´ch sme uviedli jednoduche´ za´kladne´ vlastnosti geodeticky´ch
kriviek. Hlˇadajme teraz diferencia´lnu rovnicu geodeticky´ch kriviek. Zo vzorca (2.7) plynie,
zˇe krivka na ploche je geodetickou krivkou pra´ve vtedy, ak v kazˇdom svojom bode vyhovuje
rovnici
d2ui
ds2
+ Γijk
duj
ds
duk
ds
= 0. (2.9)
Dostali sme tak su´stavu dvoch diferencia´lnych rovn´ıc druhe´ho ra´du pre dve nezna´me
funkcie ui = ui(s). Z predokladu, zˇe vektorova´ funkcia
→
x (u1, u2) ma´ spojite´ parcia´lne
deriva´cie podˇla premenny´ch u1, u2 azˇ do tretieho ra´du, plynie, zˇe funkcie Γijk z rovnice
(2.9) maju´ spojite´ parcia´lne deriva´cie podˇla premenny´ch u1, u2 asponˇ prve´ho ra´du. Na
za´klade viet z teo´rie o diferencia´lnych rovn´ıc moˆzˇeme tvrdiˇt:
Veta 2.5 Budˇ t priamka, ktora´ sa danej plochy doty´ka v bode X. Potom existuje na
danej ploche (loka´lne) pra´ve jedna geodeticka´ krivka, ktora´ precha´dza bodom X a doty´ka
sa v nˇom dotycˇnice t.
Pri sˇtu´diu geodeticky´ch kriviek sa neusta´le objavuje analo´gia medzi geodeticky´mi
krivkami na ploche a priamkami v rovine. Pristu´pme k posledne´mu proble´mu. V rovine je
priamka najkratsˇou spojnicou dvoch bodov. Vznika´ ota´zka, cˇi maju´ analogicku´ vlastnostˇ
i geodeticke´ krivky na ploche. Odpovedˇ na tu´to ota´zku je kladna´, ale s ty´m, zˇe pr´ıslusˇnu´
vetu budeme formulovatˇ ,,opatrnejˇsie”, napr. ty´mto spoˆsobom:
Veta 2.6 Ak medzi vsˇetky´mi krivkami, ktore´ na regula´rnej ploche spojuju´ dva body, lezˇ´ı
krivka najmensˇej d´lzˇky, potom je ta´to krivka geodetickou krivkou.
Tu´to vetu nebudeme dokazovatˇ. Pri doˆkaze vety je mozˇne´ postupovatˇ metodami
variacˇne´ho pocˇtu.
Pr´ıklad 2.2 Kedˇzˇe v rovine su´ gij konsˇtantne´ funkcie, tak ich parcia´lne deriva´cie su´
nulove´. Christoffelove symboly roviny su´ Γkij = 0, takzˇe geodetiky roviny su´ jednoznacˇne
urcˇene´ syste´mom rovn´ıc d
2u
ds2
= 0, d
2v
ds2
= 0, (a pr´ıslusˇny´mi pocˇiatocˇny´mi podmienkami, tj.
bodom a smerovy´m vektorom). Riesˇenie je potom v tvare u = c1s + c2, v = c3s + c4, kde
c1, c2, c3, c4 su´ integracˇne´ konsˇtanty, takzˇe sme odvodili zna´mu skutocˇnostˇ, zˇe v rovine su´
geodeticky´mi krivkami priamky.
Pr´ıklad 2.3 Uvedieme si inu´ plochu a poku´sime sa znova na´jstˇ geodetikcke´ krivky. Ma´-
me katenoid s vektorovou rovnicou
→
x= (2 cosh
(
v
2
)
sin(u), v, 2 cosh
(
v
2
)
cos(u)). Potom koe-
ficienty prvej za´kladnej formy su´
E = 4 cosh
(v
2
)2
, F = 0, G = cosh
(v
2
)2
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Dosaden´ım do rovn´ıc (2.6) dosta´vame Christoffelove symboly
Γ111 = 0, Γ
2
11 = −2 tanh
(v
2
)
,
Γ112 =
1
2
tanh
(v
2
)
, Γ212 = 0,
Γ122 = 0, Γ
2
22 =
1
2
tanh
(v
2
)
.
Zostav´ıme diferencia´lne rovnice geodet´ık (2.9).
u′′ = 0
v′′ − 2 tanh
(v
2
)
u′2 +
1
2
tanh
(v
2
)
v′2 = 0
Riesˇenie druhej rovnice vo tvare v(s) je na´rocˇne´, cˇasto azˇ nemozˇne´. V nasledovnej pod-
kapitole si uka´zˇeme, ako sa daju´ vyra´tatˇ geodetiky dane´ explicitne u(v) , resp. v(u).
2.4 Clairautove plochy
Vyriesˇiˇt analyticky su´stavu diferencia´lnych rovn´ıc geodet´ık (2.9) je vsˇeobecne veˇlmi na´rocˇne´.
Ale existuje jedna doˆlezˇita´ skupina ploˆch, pre ktoru´ sa tento vy´pocˇet redukuje na riesˇenie
integra´lov.
Defin´ıcia 2.3 Plocha, pre ktoru´ plat´ı
E ′u = F = G
′
u = 0 (2.10)
vola´me Clairautova plocha.
Takzˇe koeficienty E(u, v) a G(u, v) su´ funkcie iba premennej v.
Su´stava diferenca´lnych rovn´ıc geodet´ık (2.9) sa na´m po zjednodusˇ´ı na tvar
u′′ +
E ′v
E
u′v′ = 0,
v′′ − E
′
v
2G
u′2 +
G′v
2G
v′2 = 0. (2.11)
Z viet o Clairautovovy´ch plocha´ch (vidˇ.[4]) dosta´vame uzˇitocˇny´ vztˇah pre vy´pocˇet
geodet´ık
v(u) = ±
∫ √
E
√
E − C2
C
√
G
du+D, (2.12)
kde C a D su´ integracˇne´ konsˇtanty. Na´sˇ poˆvodny´ proble´m riesˇenia diferencia´lnych rovn´ıc
presˇiel na vy´pocˇet integra´la, ale iba u ty´chto sˇpecia´lnych ploˆch splnˇuju´ce podmienku (2.10).
Teraz si uvedieme geodetiky na niektory´ch sˇpecia´lnych plocha´ch splnˇuju´ce podmienku
(2.10).
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Astroidovy´ valec
Astroidovy´ valec ma´ vektorovu´ rovnicu
→
x= (a cos3(u), a sin3(u), v). Dosad´ıme do vztˇahu
(2.12) a integra´ciou dosta´vame obecne´ riesˇenie geodet´ık. Geodetika je zakreslena´ na
obra´zku 2.2 (vˇlavo), pricˇom parameter plochy je a = 2.
v = C
(
| sin(u) cos(u)| (9 cos2(u) + 4) 32
sin(u) cos(u)
)
+D.
Cardioidovy´ valec
Cardioidovy´ valec ma´ vektorovu´ rovnicu
→
x= (2a cos(u)(1+cos(u)), (2a sin(u)(1+cos(u)), v).
Dosad´ıme do vztˇahu (2.12) a integra´ciou dosta´vame obecne´ riesˇenie geodet´ık. Geodetika
je zakreslena´ na obra´zku 2.2 (vpravo), pricˇom parameter plochy je a = 2. Tak ako v tomto
pr´ıklade, i v nasledovny´ch budeme uva´dzatˇ obecne´ riesˇenie geodet´ık, a za n´ım obra´zok s
danou plochou, na ktorej je zakreslena´ geodetika.
v = C
sin(u) cos(u)
| sin(u)| +D.
B
z
x
y
A
u
v
A
B
A
B
z
x
y
v
B
A
u
Obra´zok 2.2: Geodeticka´ krivka na astroidovom valci (vˇlavo) a cardioidovom valci (vpravo)
Valec Cayleysextic
Valec Cayleysextic ma´ vektorovu´ rovnicu
→
x= (u, a cosh(u/a), v). Geodetika je zakreslena´
na obra´zku 2.3 (vˇlavo), kde parameter a = 2.
v = C (sin(u) cos(u) + u) +D.
Cykloidovy´ valec
Cykloidovy´ valec ma´ vektorovu´ rovnicu
→
x= (au − b sin(u), a − b cos(u), v). Geodetika je
zakreslena´ na obra´zku 2.3 (vpravo), kde parameter a = 1, b = 1.
v = C
sin(u) cos(u)
| sin(u)| +D.
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Obra´zok 2.3: Geodeticka´ krivka na valci Cayleysextic (vˇlavo) a cykloidovom valci (vpravo)
Deltoidovy´ valec
Deltoidovy´ valec ma´ vektorovu´ rovnicu
→
x= (2a cos(u)(1 + cos(u)) − a, 2a sin(u)(1 −
cos(u)), v). Geodetika je zakreslena´ na obra´zku 2.4 (vˇlavo), kde parameter a = 2.
v = C
(
sgn (1 + 2 cos (u))
sin (u) (2 cos (u)− 1)√
1− cos (u)
)
+D.
Kososˇtvorcovy´ valec
Kososˇtvorcovy´ valec ma´ vektorovu´ rovnicu
→
x= (a|cos(u)| cos(u), a| sin(u)| sin(u), v). Geode-
tika je zakreslena´ na obra´zku 2.4 (vpravo), kde parameter a = 2.
v = C (|sin(u)| sin (u) sgn (cos (u))) +D.
u
v
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Obra´zok 2.4: Geodeticka´ krivka na deltoidovom valci (vˇlavo) a kososˇtvorcovom valci (vpra-
vo)
Semikubicky´ valec
Semikubicky´ valec ma´ vektorovu´ rovnicu
→
x= (u2, u3, v). Geodetika je zakreslena´ na
obra´zku 2.5 (vˇlavo).
v = C(4 + 9u2)
3
2 sgn(u) +D.
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Tractrix valec
Tractrix valec ma´ vektorovu´ rovnicu
→
x=
(
a sin(u), a
(
cos(u) + log
(
tan
(
u
2
)))
, v). Dosa-
d´ıme do vztˇahu (2.12) a integra´ciou dosta´vame obecne´ riesˇenie geodet´ık. Geodetika je
zakreslena´ na obra´zku 2.5 (vpravo), kde parameter plochy a = 2.
v = C
((
log
(
sin(u)
2
))
sgn(cos(u))sgn(sin(u))
)
+D.
u
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Obra´zok 2.5: Geodeticka´ krivka na semikubickom valci (vˇlavo) a tractrix valci (vpravo)
2.5 Numericke´ riesˇenie geodet´ık
Vyriesˇiˇt analyticky su´stavu diferencia´lnych rovn´ıc geodet´ık (2.9) je vsˇeobecne veˇlmi na´rocˇne´.
Ale vdˇaka softweru ako je napr´ıklad Matlab a Maple moˆzˇeme tu´to su´stavu riesˇiˇt numericky.
Opicˇie sedlo
Opicˇie sedlo je dane´ vektorovou rovnicou
→
x= (u, v, u3−3uv2). Na obra´zku 2.6 je nakresleny´ch
120 geodet´ık zo stredu opicˇieho sedla, teda bodu [0, 0]. Geodetiky maju´ rovnaku´ d´lzˇku,
pricˇom s ∈ 〈0, 2〉.
Obra´zok 2.6: Geodetiky na Opicˇom sedle
Geodeticka´ kruzˇnica na dvojdimenziona´lnej ploche s danou metrikou je mnozˇina bodov
s konsˇtantnou vzdialenostˇou od pevne dane´ho bodu. Na nasledovnom obra´zku 2.7 ma´me
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10 geodeticky´ch kruzˇn´ıc zo stredu Opicˇieho sedla s rozostupom 0.2 . V dˇalˇs´ıch pr´ıkladoch
budeme tiezˇ voliˇt konsˇtantny´ rozostup geodeticky´ch kruzˇn´ıc.
Obra´zok 2.7: Geodeticke´ kruzˇnice na Opicˇom sedle
Pomocou geodet´ık a geodeticky´ch kruzˇn´ıc si zostroj´ıme Geodeticka´ pola´rnu su´radnicovu´
sietˇ, kde stred kruzˇn´ıc budeme znacˇiˇt pocˇiatkom geodeticky´ch pola´rnych su´radn´ıc. Na
obra´zku 2.8 sa nacha´dza geodeticka´ pola´rna su´radnicova´ sietˇ so stredu Opicˇieho sedla.
Obra´zok 2.8: Geodeticka´ pola´rna su´radnicova´ sietˇ na Opicˇom sedle
Perturbedms
Perturbedms je dany´ vektorovou rovnicou
→
x=
(
u, v, u
3
3
− uv2 + a(u2v + v2)
)
, kde para-
meter plochy a = 1. Na obra´zku 2.9 sa nacha´dza geodeticka´ pola´rna su´radnicova´ sietˇ danej
plochy. Tvor´ı ju 120 geodet´ık a 10 geodeticky´ch kruzˇn´ıc z bodu [0, 0] , pricˇom s ∈ 〈0, 5〉.
Handkerchief
Handkerchief je dany´ vektorovou rovnicou
→
x=
(
u, v, u
3
3
+ uv2 + a(u2 − v2)
)
, kde parame-
ter plochy a = 2. Na obra´zku 2.10 sa nacha´dza geodeticka´ pola´rna su´radnicova´ sietˇ danej
plochy. Tvor´ı ju 120 geodet´ık a 10 geodeticky´ch kruzˇn´ıc z bodu [0, 0], pricˇom s ∈ 〈0, 6〉.
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Obra´zok 2.9: Geodeticka´ pola´rna su´radnicova´ sietˇ na ploche Perturbedms
Obra´zok 2.10: Geodeticka´ pola´rna su´radnicova´ sietˇ na ploche Handkerchief
Shoe
Shoe je dany´ vektorovou rovnicou
→
x=
(
u, v, u
3
3
− v2
2
)
. Na obra´zku 2.11 sa nacha´dza
geodeticka´ pola´rna su´radnicova´ sietˇ danej plochy. Tvor´ı ju 120 geodet´ık a 10 geodeticky´ch
kruzˇn´ıc z bodu [0, 0], pricˇom s ∈ 〈0, 20〉.
Obra´zok 2.11: Geodeticka´ pola´rna su´radnicova´ sietˇ na ploche Shoe
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Funnel
Funnel je dany´ vektorovou rovnicou
→
x= (av cos(u), bv sin(u), c log(v)), kde parametry
plochy su´ a = 1, b = 2, c = 3. Na obra´zku 2.12 sa nacha´dza geodeticka´ pola´rna su´radnicova´
sietˇ danej plochy. Tvor´ı ju 120 geodet´ık a 10 geodeticky´ch kruzˇn´ıc z bodu [0, 2], pricˇom
s ∈ 〈0, 2.5〉.
Obra´zok 2.12: Geodeticka´ pola´rna su´radnicova´ sietˇ na ploche Funnel
Astell
Astell je dany´ vektorovou rovnicou
→
x= ((a cos(u) cos(v))3, (b sin(u) cos(v))3, (c sin(v))3),
kde parametry plochy su´ a = 1, b = 2, c = 3. Na obra´zku 2.13 sa nacha´dza geodeticka´
pola´rna su´radnicova´ sietˇ danej plochy. Tvor´ı ju 120 geodet´ık a 10 geodeticky´ch kruzˇn´ıc z
bodu [0.9, 0.6], pricˇom s ∈ 〈0, 0.2〉.
Obra´zok 2.13: Geodeticka´ pola´rna su´radnicova´ sietˇ na ploche Astell
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Kapitola 3
Aplika´cia geodeticky´ch kriviek
3.1 Pohyb bodu viazane´ho na plochu
Predpokladajme, zˇe v priestore E3 je dane´ vektorovou rovnicou
→
F=
→
F (x1, x2, x3, ) silove´
pole. Zostrojme v priestore E3 lˇubovoˇlnu´ plochu S a zap´ıˇseme jej vektorovu´ rovnicu vo
tvare
→
x=
→
x (u1, u2). Sku´majme pohyb hmotne´ho bodu X za dˇalˇsieho predpokladu, zˇe pri
svojom pohybe nesmie bodX opustiˇt plochu S. Predpokladajme, zˇe ta´to geometricka´ pod-
mienka je uskutocˇnena´ pomocou tzv. va¨zbovej sily, ktora´ v kazˇdej polohe pohybuju´ceho sa
bodu X poˆsob´ı kolmo na pr´ıslusˇnu´ dotycˇnicovu´ rovinu τXS plochy S. Realiza´cia va¨zbovej
sily je v praxi urobena´ pomocou mechanicke´ho zariadenia, ktore´ moˆzˇe bytˇ napr´ıklad naklo-
nena´ rovina alebo guˇlova´ miska, v ktorej sa (bez trenia) pohybuje ,,mala´ olovena´ gulicˇka”
vplyvom gravitacˇny´ch s´ıl.
G
n
C
X
my
y
..
.
F
S
tXS
Obra´zok 3.1: Pohyb bodu viazane´ho plochou
Vycha´dzajme z nasledovny´ch predpokladov:
a) Bod X ma´ hmotu m a pohybuje sa po ploche S. Jeho pohybovu´ rovnicu budeme
zapisovatˇ vo tvare
→
y=
→
x
(
u1(t), u2(t)
)
. (3.1)
b) Pohyb bodu X na ploche S nasta´va tak, zˇe v kazˇdom cˇase t, v ktorom uvazˇujeme
pohyb, je splnena´ rovnica
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m..→
y=
→
F +
→
G, (3.2)
kde
→
G je vhodna´ va¨zbova´ sila, kolma´ na pr´ıslusˇnu´ dotycˇnicovu´ rovinu τXS (vidˇ
obr.3.1)
Vyslovene´ predpoklady pouzˇijeme v tejto defin´ıcii:
Defin´ıcia 3.1 Ak pohybuju´ci sa bod X splnˇuje predcha´dzaju´ce dva predpoklady, ho-
vor´ıme o nˇom, zˇe je bodom viazany´m na plochu S.
Vznika´ ota´zka, ako na´jstˇ funkcie u1 = u1(t), u2 = u2(t), ktory´mi je urcˇeny´ pohyb bodu
viazane´ho na plochu S. Nezˇ pristu´pime k riesˇeniu tohoto proble´mu, vyjadr´ıme si najprv
vhodny´m spoˆsobom vektor
..→
y , ktory´ je v danom cˇase vektorom zry´chlenia pohybuju´ceho
sa bodu X. Derivujme obe strany rovnice (3.1) podˇla parametru t. Dostanieme tak novu´
rovnicu
.→
y=
dui
dt
→
x i .
Dˇalˇs´ım derivovan´ım oboch stra´n tejto rovnice zist´ıme, zˇe
..→
y=
(
d2ui
dt2
+ Γijk
duj
dt
duk
dt
)
→
x i +hij
dui
dt
duj
dt
→
n . (3.3)
Vyjdeme z rovnice (3.2). K jej vhodnej u´prave je potreba esˇte vyjadriˇt v kazˇdom bode
plochy S vektory F , G pomocou vektorou
→
x1,
→
x2,
→
n, ktore´ tvoria v tomto bode Frenetov
trojhran plochy. Hlˇadane´ vyjadrenie p´ıˇseme vo tvare
→
F= f
i →x i +f
→
n,
→
G= γ
→
n . (3.4)
Pouzˇijeme rovnice (3.3) a (3.4) k u´prave rovnice (3.2), dostanieme hˇladany´ vztˇah(
m
d2ui
dt2
+mΓijk
duj
dt
duk
dt
− f i
)
→
x i +
(
hij
dui
dt
duj
dt
− f − γ
)
→
n=
→
0 .
Vhodnou voˇlbou cˇ´ısla γ vzˇdy moˆzˇeme docieliˇt toho, aby koeficient u vektoru
→
n bol rovny´
nule. Preto je posledna´ vektorova´ rovnica ekvivalentna´ so su´stavou dvoch diferencia´lnych
rovn´ıc druhe´ho ra´du
m
d2ui
dt2
+mΓijk
duj
dt
duk
dt
− f i = 0. (3.5)
O funkcia´ch Γijk, f
i predpoklada´me, zˇe maju´ vo vsˇetky´ch bodoch spojite´ parcia´lne deriva´cie
prve´ho ra´du. Na za´klade viet z teo´rie diferencia´lnych rovn´ıc moˆzˇeme tvrdiˇt, zˇe existuje
(loka´lne) pra´ve jedna su´stava riesˇen´ı u1 = u1(t), u2 = u2(t), ktora´ vyhovuje pocˇiatocˇny´m
podmienkam
ui = ui0,
dui
dt
= vi0 pre t = t0 .
Ty´m sme doka´zali vetu:
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Veta 3.1 Pohyb bodu viazane´ho na plochu S je jednoznacˇne stanoveny´, ak pozna´me v
niektorom cˇase jeho polohu na ploche S a vektor jeho ry´chlosti (ktory´ je ale dotycˇnicovy´m
vektorom plochy S ).
Pr´ıklad 3.1 Uka´zˇeme si pohyb bodu po paraboloide. Vektorova´ rovnica paraboloidu
je
→
x= (v cos(u), v sin(u), v2). Hlˇada´me funkcie u = u(t), v = v(t), ktore´ popisuju´ dra´hu
hˇladane´ho bodu. Obidve funkcie su´ riesˇen´ım su´stavy diferencia´lnych rovn´ıc (3.5) v ktory´ch
sme koˆli strucˇnosti pouzˇili oznacˇenie u1 = u, u2 = v. Christoffelove symboly Γijk su´
Γ112 = Γ
1
21 =
1
v
Γ211 = −
v
4v2 + 1
, Γ222 =
4v
4v2 + 1
;
ostatne´
Γkij = 0
Vypocˇ´ıtame su´radnice f i. V gravitacˇnom poli je vektor sily
→
F urcˇeny´ vztˇahom
→
F=
(0, 0,−mg). Vyjdeme z rovnice
→
F= f
i →x i +f
→
n,
ktoru´ skala´rne vyna´sobime vektorom
→
xj. Dostanieme tak vzorec
→
F · →xj= f i →x i · →xj= fj,
ktory´ na´m umozˇnˇuje vypocˇ´ıtatˇ funkcie fj. Dosta´vame vy´sledok
fj = (0,−2mvg).
Funkcie f i vypocˇ´ıtame zo vzorca
f i = gijfj,
kde
g11 =
g22
g
=
1
v2
, g12 =
−g21
g
= 0, g22 =
g11
g
=
1
4v2 + 1
.
Teda zist´ıme, zˇe
f i =
(
0,− 2mvg
4v2 + 1
)
.
Pomocou predcha´dzaju´cich vy´pocˇtov zap´ıˇseme su´stavu diferencia´lnych rovn´ıc (3.5) v konecˇ-
nom tvare.
d2u
dt2
+
1
v
du
dt
dv
dt
= 0,
d2v
dt2
− v
4v2 + 1
(
du
dt
)2
+
4v
4v2 + 1
(
dv
dt
)2
+
2vg
4v2 + 1
= 0.
Uvedieme si dve mozˇnosti. V prvej bude g = 0, a v druhej g = 10. Trajekto´riu pohybu
gulicˇky sme rozdelili na rovnake´ cˇasove´ intervaly, kde t = 0.1 alebo t = 0.05. Pokiaˇl sa
dielky pozd´lzˇ trajekto´rie predlzˇuju´, tak gulicˇka zry´chˇluje a naopak. Oblastˇ parametrov
paraboloidu je (u, v) = (0, 2pi) × (0, 3). Pocˇiatocˇne´ podmienky sme v oboch pr´ıpadoch
zvolili rovnake´. Bod o parametricky´ch su´radniciach u(0) = 1, v(0) = 2 a pocˇiatocˇny´
vektor ry´chlosti u′(0) = 2, v′(0) = 2. Hmotnostˇ gulicˇky nema´ zˇiadny vplyv na trajekto´riu.
V prvom pr´ıpade ma´me g = 0, cˇasovy´ interval t = 0.05. V cˇase t = 0.6 gulicˇka opust´ı
plochu.
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V druhom pr´ıpade ma´me g = 10. Cˇasovy´ interval t = 0.1 ma´me pre obra´zky, pre
anima´ciu ho ma´me t = 0.05. Gulicˇka vo vnu´tri paraboloidu ,,obieha” po opakuju´cich sa
dra´hach. Tento pripad ma´me zna´zorneny´ v dvoch pohˇladoch.
t=0.6
Obra´zok 3.2: Pohyb bodu po paraboloide, g = 0
Obra´zok 3.3: Pohyb bodu po paraboloide, g = 10
Obra´zok 3.4: Pohyb bodu po paraboloide, g = 10, pohˇlad zvrchu
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Za´ver
Cieˇlom pra´ce bolo zozna´miˇt sa so za´kladmi diferencia´lnej geometrie kriviek a ploˆch a s
teo´riou geodeticky´ch kriviek a uka´zatˇ niektore´ aplika´cie, najma¨ fyzika´lne. Na niektory´ch
plocha´ch sme sa snazˇili vykresliˇt geodeticke´ krivky v rea´lnom tvare pomocou matema-
ticke´ho software Maple. Kedˇzˇe sa na´m vzˇdy nepodarilo krivku vyjadriˇt explicitne, pouzˇili
sme software Matlab k urcˇeniu dostatocˇne´ho pocˇtu bodov, ktore´ na krivke lezˇia. Presnejˇsie,
pre kazˇdy´ bod sme numericky riesˇili jednu nelinea´rnu rovnicu alebo su´stavu nelinea´rnych
rovn´ıc. Pri urcˇovan´ı geodeticky´ch kriviek by sme sa bez numericke´ho riesˇenia neobiˇsli.
Na za´ver sme simulovali pohyb gulicˇky po paraboloide. Uviedli sme si dve mozˇnosti.
Prvu´ bez gravitacˇne´ho poˇla a druhu´ s gravitacˇny´m poˇlom. Pocˇiatocˇne´ podmienky sme
v oboch pr´ıpadoch zvolili rovnake´. Hmotnostˇ gulicˇky nema´ zˇiadny vplyv na trajekto´riu.
Trajekto´riu pohybu gulicˇky sme rozdelili na rovnake´ cˇasove´ intervaly. Pokiaˇl sa dielky
pozd´lzˇ trajekto´rie predlzˇuju´, tak gulicˇka zry´chˇluje a naopak. V prvom pr´ıpade za maly´
cˇasovy´ interval gulicˇka opust´ı plochu. V druhom pr´ıpade gulicˇka vo vnu´tri paraboloidu
,,obieha” po opakuju´cich sa dra´hach. Tento pripad ma´me zna´zorneny´ v dvoch pohˇladoch.
Oba pr´ıpady su´ spracovane´ ako anima´cie. Cela´ pra´ca naviac obsahuje veˇla pr´ıkladov
vra´tane obra´zkov a anima´ci´ı, ktore´ tak jednoduchsˇie umozˇnia porozumietˇ uvedenej teo´rii.
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